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1. UVOD

Matematika je vrlo kompleksno podrucje zbog brojnih zakonitosti koje vladaju unutar
njezinih grana i koje se prilikom izracuna moraju postivati. Primjena matematike u morskim
ekosustavima ima znacajnu ulogu. Klju¢na je u proucavanju morskih ekosustava zato Sto se
pomocu nje mogu razumjeti kompleksni odnosi izmedu razli€itih organizama i njihovog
okolisa.

Kroz matematicke modele znanstvenici mogu simulirati razli€ite situacije i predvidjeti
kako ¢e se populacije organizama razvijati u odredenim uvjetima. Matematicko modeliranje u
morskim ekosustavima koristi se za stvaranje pojednostavljenih verzija stvarnog svijeta kako
bi se bolje objasnile kompleksne interakcije unutar ekosustava. Ti modeli ukljucuju
matematicke jednadzbe koje opisuju rast populacija, hranidbene mrezZe, migracije organizama
1 utjecaje okoliSnih ¢imbenika na morske organizme. Znanstvenici prikupljaju podatke o
biologiji organizama i okoliSu te ih koriste kao ulazne parametre u matematicke jednadzbe.
Nakon $to se model izradi, moze se simulirati kako ¢e se populacije organizama razvijati pod
odredenim uvjetima. Kroz te simulacije, znanstvenici mogu predvidjeti kako ¢e ekosustav
reagirati na promjene, poput povecanja temperature ili smanjenja dostupnosti hrane. Ovi modeli
omogucuju predvidanje buduéih situacija te pruzaju temelj za razvoj odrzivih strategija
upravljanja morskim ekosustavima. Matematicko modeliranje postaje nezamjenjiv alat u

oCuvanju morskih ekosustava i donoSenju informiranih odluka za odrzivi razvoj.



2. RAZRADA TEME
2.1 Matematika

Povijest matematike pocinje 532. godine prije Krista koja oznacava rodenje grékog
matemati¢ara Pitagore. Danas u sadasnjosti povijest matematike kao i brojevi ima svoj
pocetak, ali ne i kraj. Ta velianstvena znanost, moze se ¢ak rec¢i i umjetnost, dokazala je
da je sve staro nekada bilo novo, a sve Sto je novo, jednoga ¢e dana biti staro. Matematika
je znanost koja proucava koli¢inu (brojeve), strukturu, prostor i promjenu. Medu
matematicarima i filozofima postoje razli¢ita stajaliSta o definiciji matematike (Steen,
1988.).

Nastala je iz brojanja, raunanja i mjerenja, te iz sustavnog proucavanja oblika i
kretanja fizickih objekata. Matematika pomaze u rjeSavanju problema, donosenju logickih
zakljuCaka i pronalazenju uzoraka u svijetu koji nas okruzuje. Razvoj matematike bio je
spor sve do renesanse, kada su inovacije u matematici, zajedno s novim znanstvenim
saznanjima, dovele do naglog porasta broja matematickih otkrica ¢iji se trend nastavlja sve
do danas (Schleicher i Lackmann, 2011).

Matematika je neizostavan alat u znanstvenim istrazivanjima, tehnologiji, ekonomiji
i mnogim drugim podruc¢jima. Zbog svog znacaja, ¢esto je nazvana ,,kraljicom znanosti* i
,,jezikom koje govore sve znanosti“. Objasnjava eksperimentalne rezultate koje dobivaju
znanstvenici, predvida nove fenomene i predstavlja temelj za mnoge aspekte svakodnevnog
zivota. Uz pomo¢ matematike moguce je modelirati stvarnost, predvidati dogadaje i
razvijati inovativna rjeSenja za brojne izazove s kojima se, tijekom zivota, valja suociti. Ne
smije se zaboraviti da rjeSavanje matematickih problema mozZe zahtijevati godine ili ¢ak

stolje¢a neprekinutog testiranja i istrazivanja.

2.1.1 Geometrija

Geometrija je grana matematike koja se bavi problemima oblika, veli¢ina, odnosa medu
likovima i svojstvima prostora. U mnogim ranim kulturama geometrija se razvijala kao
samostalna znanstvena disciplina koja proucava duljinu, povrSinu i volumen. Njena bogata
povijest seze tisu¢ama godina unatrag, pocevsi od egipatskih graditelja piramida pa sve do

antickih gré¢kih matematicara poput Euklida, Cije je djelo ,,Euklidova geometrija® postavilo



temelje za mnoge buduce generacije. Arhimed je uveo genijalne tehnike za izraCunavanje

povrsine i volumena koje su prethodile danasnjem integralnom rac¢unu.

Kroz povijest, geometrija je evoluirala 1 dijeli se na planimetriju, stereometriju,
trigonometriju, analiticku geometriju i diferencijalnu geometriju, pri cemu svaka od navedenih
grana ima svoj specifiCan pristup i primjene. Suvremena geometrija razmatra nove tipove
prostora i koristi se u razli¢itim podruc¢jima poput racunalnih znanosti, dizajna, geografije i

fizike, omogucéujuéi modeliranje prostora na matematicki precizan nacin.
Primjer primjene grafickog prikaza:

Kategorije rizi¢nosti (Prema:

200 ; Macei Lande, 1991)
Sigurpe Ranjive vrste— ukoliko
150 | : ' postoji 10%-tna vjerojatnost
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o
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Wit s g ; 1 Kriti¢ne vrste —rizik
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generacije

Slika 1. Razine ugrozenost vrsta kao funkcija vremena i vjerojatnosti nestanka (izvor:
Akcakaya, 1992.)

Utjecaji koje Covjek vrsi na prirodne ekosustave kroz prekomjeran izlov, unistavanje i
fragmentaciju stanista, smanjenje kvalitete prirodnih staniSta, unosenje alohtonih vrsta, te
razlicite vidove zagadenja, predstavljaju sve veéi pritisak na prirodne populacije povecavajuci

izglede za njihov nestanak.



2.1.2 Trigonometrija

Trigonometrija je grana matematike koja se bavi specificnim funkcijama kutova i
njihovom primjenom te proucava odnose izmedu duljina i kutova u trokutu. MozZe se podijeliti
na ravninsku (kutovi i1 udaljenost u ravnini) i sfernu trigonometriju (kutovi i udaljenosti u

prostoru).

Nastala je u 3. stoljecu prije Krista iz geometrijskog prouc¢avanja astronomskih objekata
i mjerenja zbog navigacije. Astronomi su tada prvi primjetili da duljine stranica pravokutnog
trokuta i iznosi kutova izmedu pripadajucih stranica imaju fiksne odnose. U astronomiji se

koristila sferna trigonometrija koja je danas zamijenjena linearnom algebrom.

Babilonci 1 Egip¢ani su znali za Pitagorin teorem i to znanje su koristili za gradnju
piramida i mjerenje polja i tako je nastajala trigonometrija. Babilonci su koristili seksagezimalni

brojevni sustav, tj. sustav s bazom 60 koji se danas koristi za racunanje kutova.

projekte i nacrte. Trigonometrija se koristi u cijeloj matematici i kroz nju se primjenjuje na sve

ostale znanosti, npr. u fizici u podruc¢jima optike i statistike i u fizikalnoj kemiji i biologiji.

Pravokutni trokut posebna je vrsta trokuta koja se Cesto pojavljuje pri rjeSenju
raznovrsnih geometrijskih zadataka. Zbog toga i nije neobi¢no $to se uz njega veze vise
istaknutih poucaka. Osobito je naSiroko poznat Pitagorin poucak koji povezuje duljine stranica
svakog pravokutnog trokuta: zbroj kvadrata duljina kateta bilo kojeg pravokutnog trokuta
jednak je kvadratu duljine hipotenuze. Ako su zadane duljine bilo kojih dviju stranica

pravokutnog trokuta, duljina tre¢e moZe se izracunati primjenom Pitagorina poucka (slika 2).

a+b=c

a C

b

Slika 2. Pitagorin poucak (izvor: Daki¢ 1 Elezovi¢, 2020.)



No nerijetko se u raznim prakti¢nim i realnim problemima javljaju i oni vezani uz kutove

pravokutnog trokuta.

Prikazan je pravokutni trokut ABC s pravim kutom pri vrhu C i kutom o uz vrh A (slika
3). Duljine stranica trokuta a, b i c nalaze se nasuprot vrhova A, B i C. Pravac B'C' paralelan
je praveu BC. Trokut AB'C' slican je trokutu ABC — sva tri kuta su im jednaka. Duljine stranica

a',b'ic ' pripadaju trokutu AB'C'.

=
o U -
B e
Fi o) o
B iB) T
."‘*3.""‘-\-._
B e T,
R_HHMH.
? 2 g i
a r \"\.\\\ e

Slika 3. sli¢nost trokuta i1 definicije trigonometrijskih funkcija (izvor: Daki¢ i Elezovi¢, 2020.)
U sli¢nim su trokutima omjeri duljina odgovarajucih stranica jednaki. Zato za sve pravokutne

trokute ¢iji je jedan kut a vrijedi:

ar a a’ b br

b br’ ¢ c’c cr

Ovi omjeri stranica ne ovise o veli€ini pravokutnog trokuta, ve¢ samo o veli¢ini njegova kuta

a. Zato kazemo da su funkcije kuta a.

Prema njihovom poloZaju prema kutu a kateta a zove se nasuprotna kateta, a kateta b prileze¢a

kateta ili kateta uz kut a. I tako vrijede sljedece definicije:

omjer % nasuprotne katete kutu a 1 hipotenuze je sinus kuta o

. a
sin o = —
C

omjer — prilezece katete kutu o 1 hipotenuze je kosinus kuta a:
b
coso=—
C



omjer % nasuprotne i prilezece katete kutu a je tangens kuta o

tgo=

(SRS

. b, . .
omjer — prilezece 1 nasuprotne katete kutu a je kotangens kuta o
b
ctga= 2

Sinus, kosinus, tangens i kotangens nazivamo trigonometrijskim funkcijama.

2.1.3 Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija definira se kao: f (x) = a*, pri ¢emu je bazaa > 0ia # 1. Kada
je baza a > 1, eksponencijalna funkcija je rastuca, a kada je baza 0 <a <1 funkcija je padajuca.

Baza potencije mora biti pozitivan broj, ako bi baza bila negativan broj, tada potencije kao §to

su (—2)_%, (—3)% i slicne ne bi bile realni brojevi. Ako bi pak baza bila jednaka nuli, tada bi
vrijedilo 0* = 0 za svaki realni broj x osim za x = 0, kada ta potencija nije definirana. Jednako
tako je 1* = 1 za svaki realni broj x. Dakle funkcija f (x) = 1* = 1 je konstanta pa je zbog
toga uvedeno i1 ogranicenje a # 1. Koristi se za izraCunavanje eksponencijalnog rasta ili
opadanja zadanog skupa podataka. Ista je bitna zato $to se pomocu nje mogu rjeSavati razni

problemi kako u raznim znanostima tako 1 u biologiji.

U biologiji je dobro poznato da mnoge populacije u pocetku svog razvoja pokazuju
svojstva eksponencijalnog rasta. Eksponencijalni rast svoju primjenu nalazi u mikrobiologiji
kod rasta bakterija, konzervacijskoj biologiji za upravljanje ugrozenim populacijama, kod

uzgoja organizama i u ribarstvu za prognozu dinamike ribljih populacija i sl.
Primjer primjene eksponencijalne funkcije u ribarstvu:

Zadatak 1.

Broj riba u uzgajalistu raste u skladu s eksponencijalnim zakonom N = Ny * 10%%2™ gdje je

m broj mjeseci proteklih od pocetka promatranja, a N, broj riba na pocetku promatranja.

a. Koliki je broj riba u uzgajali$tu nakon godinu dana, ako je na pocetku bilo 400 riba?

b. Za koliko vremena ¢e se broj riba udvostruciti?



Rjesenje:
a. N =400 % 100-02*12
N =695 riba
b. 800 = 400  109-02m
2 = 100.02m
0.02m =log 2

m = 15 mjeseci

Iz ove jednadZzbe dobije se da je broj riba nakon godinu dana 695 i da se broj riba udvostruci

nakon 15 mjeseci.



2.2  Morski ekosustavi

Morski ekosustavi su vodena okruzenja s visokom koncentracijom otopljene soli, poput
onih koje se nalaze u oceanima ili u njihovoj blizini. Ovi ekosustavi definirani su razli¢itim
bioti¢kim (zivim) i abiotickim (nezivim) ¢imbenicima. Bioticki ¢imbenici ukljucuju prisutne
biljke, gljive, Zivotinje 1 mikroorganizme, kao i njthove medusobne odnose. S druge strane, neki
od najvaznijih abiotickih c¢imbenika uklju¢uju koli¢inu sunceve svjetlosti u okolisu,
koncentraciju kisika i1 hranjivih tvari otopljenih u vodi, blizinu kopna, dubinu i temperaturu

(Zhao i Costello, 2019).

Sunceva svjetlost kljucan je abioticki ¢imbenik za morske ekosustave. Toliko je vazna da
znanstvenici dijele morska staniSta u kategorije temeljene na koli¢ini svjetlosti koju primaju.
Eufoticka zona obuhvaca gornji dio morskog ekosustava, protezu¢i se do 200 metara ispod
povrsine. Na toj dubini ima dovoljno svjetlosti za redovitu fotosintetsku aktivnost. Ova zona je
dom vecine morskog zivota. Disfoticka zona nalazi se ispod eufoticke zone i prostire se od 200
do 1000 metara ispod povrsine. Sunceva svjetlost 1 dalje je dostupna na tim dubinama, ali
nedovoljno da bi se vrSila fotosinteza. Afoticka zona nalazi se ispod disfoti¢ke zone i ne prima

nikakvu suncevu svjetlost.

Znanstvenici klasificiraju morske ekosustave u nekoliko glavnih grupa, iako postoje razlike
ovisno o izvoru onoga §to ¢ini morski ekosustav. Tocan broj morskih ekosustava jos je oduvijek
sporna toCka. Mogu se podijeliti na estuarije, slane moc¢vare, Sume mangrova, Sume kelpa,

koraljne grebene, livade morskih cvjetnica, otvoreni ocean i duboko more.

Estuarij je obalno podrucje gdje se rijeka susrece s oceanom. U tim podruc¢jima zaSti¢enim
od ekstremnih vremenskih uvjeta, hranjive tvari i soli iz oceana mijeSaju se s onima iz rijeke.
Kao rezultat toga, estuariji su medu najproduktivnijim ekosustavima na planetu, s bogatom
raznolikoS¢u Zivota. Zbog svog povoljnog polozaja, estuariji pruzaju ljudskim populacijama

mogucénosti za obavljanje aktivnosti poput ribolova, plovidbe i prijevoza.

Zarazliku od estuarija, slane moc¢vare nastaju na mjestima gdje se ocean susrece s kopnom.
To su niska, vlazna, muljevita podru¢ja koja se povremeno ili kontinuirano zasi¢uju slanom
vodom i upravo zbog toga bogata su hranjivim tvarima. Halofilne trave imaju vecu ulogu od
algi 1 formiraju povrsinski pokrov ispresjecan kanalima i bazenima u kojima se dogadaju velike

1 brze promjene ekoloskih faktora (osobito temperature i saliniteta). Takoder pruzaju



kontinuiranu opskrbu uginulom organskom tvari, dok je uloga bakterija da ju razgraduju i

pomazu reciklirati natrag u ekosustav kao hranjivu tvar.

Sume mangrova nalaze se na spoju kopna i mora u tropskim i subtropskim geografskim
Sirinama gdje prezivljavaju u uvjetima velike slanosti, ekstremnih plima, jakih vjetrova, visokih
temperatura i muljevitog, anaerobnog tla. Stabla imaju zra¢no korijenje koje ima ulogu
prozracivanja korijenovog sustava i obicno korijenje koje ima ulogu razbijanja valova. Zbog
Cestih poplava, mangrove imaju posebnu prilagodbu koja njihovom korijenju omogucuje da
filtrira sol i apsorbira kisik. Sume mangrova stvaraju jedinstveno ekolosko okruZenje koje se
sastoji od malog broja biljnih vrsta, a jedna od karakteristika je osobito obilje rakova. Imaju i
znacajnu ekolosku vrijednost zato Sto Stite i stabiliziraju obale te spadaju medu najproduktivnije
ekosustave zbog proizvodnje velike koli¢ine organskog ugljika. Njihove jedinstvene znacajke
takoder ih ¢ine pogodnim mjestima za eksperimentalna istrazivanja bioloske raznolikosti i

funkcije ekosustava.

Sume kelpa rasprostranjene su Sirom svijeta u plitkim otvorenim obalnim vodama i
uglavnom su ograni¢ene na podrucja gdje je temperatura niza od 20°C, a prostiru se sve do
polarnih krugova. Smede alge koje izgraduju Sume kelpa imaju jedan od najvec¢ih kapaciteta
rasta u ¢itavom biljnom carstvu. Zajednice kelpa su pod snaznim utjecajem oluja koje otkidaju
odrasle biljke i otvaraju prostor za nove izdanke. Spadaju medu najproduktivnija morska

stanista, koja se pored toga odlikuju i velikom bioraznolikoséu (M. Soli¢, 2012).

Koraljni grebeni su velike strukture otporne na valove koje su izgradene od mnogobrojnih
jedinki razlic¢itih sporo rastu¢ih vrsta ¢iji su vapnenasti skeleti medusobno stopljeni u velike
oblike (M. Soli¢, 2012). Prvenstveno se pojavljuju u toplim tropskim dijelovima oceana, ali
neki koralji mogu Zivjeti 1 u hladnijim, dubljim vodama. U vapnenackom okviru koraljnih
grebena i oko njega Zivi sloZen niz biljaka i zivotinja. Organizmi koraljnih grebena koegzistiraju
u sloZzenim odnosima, ali ako se jedna vrsta ukloni ili izumre, njezin nestanak moZe imati

posljedice za cijeli koraljni greben, a ravnoteza ekosustava moze se znatno promijeniti.

Livade morskih cvjetnica su morski ekosustavi koje tvore predstavnici porodice
Zosteraceae, jedine sjemenjace koje su se prilagodile zivotu ispod morske razine. Poznato je
oko 30 vrsta od kojih su vec¢ina tropske. Vrlo su znacajne za morske ekosustave zato §to upravo
one Cine najveci dio godiSnje proizvodnje svjeze tvari. Livade morskih cvjetnica su vrlo
pozeljna staniSta za brojne vrste upravo zbog toga Sto pruzaju skloniSte, hranjive tvari i

reprodukciju.



Otvoreni ocean najveci je morski ekosustav. Mnogi organizmi otvorenog mora citav Zivot
se ne priblize obali, morskom dnu ili povrsini vode ve¢ sve vrijeme provode u vodenom stupcu.
U ovom podrucju odvijaju se velike promjene ekosustava s promjenom dubine vode. Dio na
povrsini oceana, poznat kao eufoti¢na zona, prima puno svjetla i kisika, prilicno je topao i dom
je mnogim fotosintetskim vrstama. Tu se nalaze alge, ukljucujuéi fitoplankton koje su
odgovorne za velik dio izvorne proizvodnje hrane za cijeli ocean 1 stvaraju otprilike pola
ukupnog kisika na Zemlji. Dublji dio otvorenog oceana dom je brojnim beskraljeznjacima i

kraljeznjacima.

Duboko more je podrucje gdje je voda tamnija, hladnija i ima manje dostupnog kisika.
Organizmi koji obitavaju u disfoti¢nim 1 afotiénim zonama razvili su posebne prilagodbe (npr.
velika usta kojima hvataju hranjive tvari koje padnu iz pli¢ih dijelova oceana) koje im

omogucuju prezivljavanje u ekstremnim uvjetima.

Hranidbene mreze opisuju funkcionalne odnose izmedu vrsta u morskim ekosustavima.
Sastoje se od hranidbenih lanaca koji predstavljaju puteve protoka energije od primarnih
producenata, preko serije konzumenata, pa sve do vrSnog predatora. Temeljni procesi u
ekosustavu su asimilacija, fotosinteza, konzumacija, razgradnja, transformacija
(preoblikovanje). Trofi¢ke razine mogu se podijeliti na producente (proizvodace), konzumente

(potrosace), destruente (razgradivace) i transformatore (preoblikovatelje).

Od velike raznolikosti bioloskih procesa u morskom ekosustavu, posebnu vaznost imaju
prijenos biomase kroz troficku mrezu putem smrtnosti, grabeZljivosti 1 probave te rast i

razmnozavanje.

Prvi korak u izradi modela morskog ekosustava je identificiranje vrsta 1 tokova mase i
energije. Prvi problem moZze predstavljati velik broj vrsta u ekosustavu koje je nemoguce sve
eksplicitno ukljuciti u model. Prema tome, treba ograniciti proucavanje na nekoliko odredenih
vrsta (smatrajuci sve ostale kao odredeni ,,medij) ili kombinirati razliite vrste u ,,skupinu®,
npr. podijeliti cijelu planktonsku zajednicu na fitoplankton i zooplankton bez uzimanja u obzir
da postoji viSe vrsta unutar svake od ovih dviju skupina. Druga poteskoc¢a dolazi od nedostatka
informacija o prijenosu biomase izmedu razli¢itih vrsta. Obi¢no je ishod istrazivanja u toj fazi
dijagram toka. Jednostavan primjer takvog dijagrama prikazan je na slici 2 gdje odjeljci
odgovaraju grupama ekosustava koje su odabrane da budu uklju¢ene u model, a strelice

prikazuju prijenos mase kroz troficku mrezu.
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Slika 4. Primjer hranidbene mreze morskog ekosustava (izvor: Jergensen S.E., 1999.)

2.2.1 Tipovi matematickog modeliranja u morskim ekosustavima

Do druge polovice dvadesetog stoljeca morska ekologija napredovala je kao znanost
toliko da je matematicko modeliranje stanja morskih ekosustava postalo neovisni znanstveni
smjer u prirodnim znanostima. Ocean se smatra slozenim dinamickim sustavom fizickih,
kemijskih, bioloskih, geoloskih i drugih procesa. Razvoj racunalnih pomagala i aparata
primijenjene matematike rezultirao je intenzivnom izgradnjom matematickih modela morskih
ekosustava. Oni su omogucili sistematizaciju steCenih znanja iz razli¢itih podruc¢ja znanosti o

moru u svrhu predvidanja i upravljanja stanjem morskog bazena.

Postoji nekoliko vrsta matematickih modela morskih ekosustava. Ovisno o svrhama
modeliranja, mogu se podijeliti na simulacijske modele ogranicene na odredene regije i
razvijene za specifi¢ne svrhe, te kvalitativne, teorijske modele koji se koriste za razjasnjavanje

op¢ih zakonitosti razvoja procesa 1 njihovu analizu.

U simulacijskim modelima znanstvenici nastoje uzeti u obzir maksimalan broj varijabli,
dok se u kvalitativnim modelima racunaju samo najvaZznije karakteristike. Glavni problem koji

se javlja kod njih povezan je s izborom prioritetnih varijabli (J. Smith, 1976.).
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Ovisno o ciljevima istrazivanja, mogu se primijeniti dva, u osnovi razliita, pristupa
modeliranju ekosustava. Prema prvom od njih, raspodjela vrsta u prostoru pretpostavlja se
homogenom, barem unutar sloja ili podrucja koje se razmatra (npr. tzv. ,,aproksimacija dobro
izmijesanog sloja‘). Matematicki gledano, model ove vrste obi¢no se sastoji od sustava obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi (ponekad diferencijskih jednadzbi). Prednost ovih modela koja ih ¢ini
atraktivnim za istrazivanja je njihova relativha matematicka jednostavnost u usporedbi s
modelima s eksplicitnim prostorom. Konkretno, u ovim se modelima rezultati o stabilnosti
zajednice cesto mogu dobiti analiticki. Modeli ovog tipa mogu se primijeniti na razne probleme,
npr. cvjetanje fitoplanktona (ukljucuju¢i spontano cvjetanje kao §to su ,,crvene* ili ,,smede
plime®, promjene u hranidbenoj mrezi koje proizlaze iz promjene cimbenika okoliSa,
izumiranje vrsta, itd. Drugo pitanje koje je privuklo veliku pozornost tijekom posljednjeg
desetljeca 1 koje se moze, kao prvi pristup, proucavati u smislu prostorno homogenih modela

ti¢e se problema je li dinamika planktonske zajednice pravilna ili kaoti¢na.

U morskom ekosustavu rasprostranjenost vrsta obi¢no je vrlo homogena, 1 u
vertikalnom i u horizontalnom smjeru (iako je kontrolirana razli¢itim ¢imbenicima). Da bi se
proucavali razlozi i posljedice nehomogenosti vrsta, potrebno je koristiti model koji takoder
uzima u obzir prostornu dinamiku. Modeli ovog tipa mogu biti prostorno diskretni ili prostorno
kontinuirani. Prostorno diskretni modeli nazivaju se 1,,modeli kutija“ i organizirani su na na¢in
da se cijeli prostor koji zauzima ekosustav koji se proucava podijeli na nekoliko poddomena ili
,kutija®. Pretpostavlja se da su prostorna raspodjela vrsta 1 okoliSnih ¢imbenika unutar svake
od njih homogena. Zatim se izvodi ,,zatvaranje* modela navode¢i tokove izmedu razli¢itih
,.kutija®“. UobiCajen primjer ovog pristupa je viSeslojni model pelagijskog ekosustava kada je
cijela dubina vode podijeljena na nekoliko unutarnjih homogenih slojeva. Matematicki,
prostorno diskretni model joS uvijek se opisuje obi¢nim diferencijalnim jednadzbama, iako broj
jednadzbi u sustavu moze postati vrlo velik. Povec¢anje broja jednadzbi u modelu ponekad ¢ini

njegove prediktivne sposobnosti losijim, a ne boljim.

Treba napomenuti da prostorno-diskretni modeli jo§ ne uzimaju u obzir prostorne
fenomene u potpunosti. Mogu se uspjeSno primijeniti na probleme gdje je prostorna
nehomogenost uzrokovana heterogenos¢u okoline i veli¢inom kutija te se njihov polozaj u
prostoru ne mijenja s viemenom. Medutim, oni se ne mogu koristiti za modeliranje ekosustava
u sluCaju promjenjivog okoliSa niti se mogu primijeniti za proucavanje fenomena gdje
nehomogenost proizlazi iz agregacije Zivotinja, kao §to je jato riba, Sarenost planktona, itd. Za

probleme s "dinamickom heterogenoS¢u", modeli s kontinuiranim prostorom cine se
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najprikladnijim alatom. Ti se modeli obi¢no opisuju parcijalnim diferencijalnim jednadzbama.
Medutim, nedostatak prostorno-kontinuiranih modela je taj Sto se, sa matematicke tocke
gledista, ¢ine mnogo kompliciranijim od homogenih ili prostorno-diskretnih modela. Stoga se
obi¢no moze dobiti samo vrlo malo analitickih rezultata za te modele, a glavni istrazivacki alat

je racunalna simulacija.

Vazna primjedba moze se napraviti u vezi s odnosom izmedu prostorno homogenih i
prostorno strukturiranih modela. U ranijim istrazivanjima Siroko je rasprostranjeno misljenje
bilo da je izbor modela u potpunosti odreden ciljevima studije. Na primjer, u slucaju da je
istrazivanje bilo usmjereno na potragu za uvjetima u kojima (vremenska) dinamika morske
bioloske zajednice moZze postati kaoti¢na, primjerenim se smatrao prostorno homogeni model.
Medutim, stvarnost je mnogo sloZenija. Zbog nelinearne interakcije izmedu vrsta, vremenska
dinamika se ne moze razdvojiti od prostorne dinamike na tako naivan nacin. Rezultati nedavnih
studija pokazuju da model koji pokazuje samo redovito ponaSanje u odsustvu prostora moze
opisati kaoticnu dinamiku kada se prostor uzima u obzir. Promjena tipa dinamike, od pravilne

do kaoti¢ne, javlja se zbog naruSavanja homogenosti ili nepravilnih prostornih struktura.

2.2.2  Ciljevi matematickog modeliranja u morskim ekosustavima

Medu kemijskim 1 bioloSkim procesima koji se odvijaju u morskom okoliSu, pri
modeliranju posebna se pozornost posvecuje mehanizmima koji odreduju transformaciju i
biogeokemijsku cikli¢nost elemenata koji ulaze u sastav zive tvari (C, N, P, S, Si). Tako se u
prvim fazama modeliranja pozornost usmjeravala na stope pada koncentracije kemikalija,
iskoriStenje 1 uzastopne transformacije supstrata po zajednici organizama te brzine 1 mehanizme
transformacije kemikalija. Kao rezultat toga, rijeSeni su mnogobrojni problemi koji imaju
znacajnu ulogu u morskim ekosustavima. IstraZen je utjecaj okoliSnih ¢imbenika kao $to su
temperatura, svjetlosni uvjeti, prozirnost, vodni rezim i optere¢enje hranjivim tvarima na
morski ekosustav. Procijenjen je asimilacijski kapacitet morskog ekosustava za onecisenje te

su razvijene preporuke za stvaranje najucinkovitijih uvjeta za taj proces.

Utvrdena je uloga prirodnih 1 antropogenih procesa u ciklusu nutrijenata morskih
ekosustava. Na temelju toga razvijene su mjere za ocuvanje vodenih resursa; procijenjene su
prirodne rezerve vode i potencijal njihove kakvoce, definirane su metode kontrole oneciscenja
1 mehanizmi proc¢iS¢avanja vode.
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Procijenjena je zaliha hranjivih tvari u prirodnim vodama i njihova prostorna i
vremenska varijabilnost pod utjecajem procesa njihove potrosnje od strane planktonskih
organizama. ProuCavane su osnove primarne proizvodnje u bazenima i njihova bioloska
produktivnost na viSim trofickim razinama. Definirana je uloga predatora u regulaciji
fotosintetske aktivnosti fitoplanktona, istraZzivane su invazije novih vrsta u ekosustave te

cvjetanja pojedinih skupina algi (Petrovsky 1 sur., 1998.).

Sada su relevantni ciljevi matematickog modeliranja biogeokemijskih procesa u
morskim ekosustavima proucavanje brzina kemijskih i bioloskih procesa, kruzenje tvari u
prirodnim vodama, uvjeti formiranja bioloske produktivnosti u morskim bazenima te
kompleksna istrazivanja procesa kemijske izmjene na podruc¢jima ,,voda — atmosfera® i ,,voda

— dno* te kemijske i bioloske transformacije tvari u vodenom okolisu i pridnenim sedimentima.

Pri proucavanju kompleksa hidrodinamickih procesa koji se odvijaju u morskom okolisu,
kod matematickog modeliranja stanja morskih ekosustava velika se pozornost pridaje
problemima horizontalnog i vertikalnog prijenosa oneciS¢ujucih tvari, utvrdivanju uvjeta
nastanka i1 razgradnje morskih organizama, koncentracije i preraspodjeli Zivota po dubini

(Menshutkin i Finenko, 1975.).
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3. ZAKLJUCAK

Matematika, uz materinji jezik, predstavlja kljucni predmet u osnovnom i
srednjoskolskom obrazovanju, a njezina se primjena nastavlja kroz vise i visoko obrazovanje u
razli¢itim disciplinama, ukljucujucéi prirodne znanosti. Ova povezanost izmedu matematike i
stvarnog svijeta oduvijek je bila prisutna, osobito u razumijevanju sloZenih prirodnih fenomena.
U radu su prikazani razliciti primjeri kako se matematika koristi u biologiji, s naglaskom na

morskim ekosustavima.

Zaklju¢no, moze se afirmirati da bi biologija, kao znanstvena disciplina, teSko dosegla
danasnji stupanj razvoja bez integracije matematickih koncepata. U kontekstu morskih
ekosustava, matematika omogucuje jasnu i preciznu analizu podataka putem tabli¢nih i
shematskih prikaza, dijagrama te predikcija rasta populacija. Ove metode ne samo da unose
mjerljivu vrijednost u znanstvene istrazivacke procese, ve¢ takoder olakSavaju razumijevanje

slozenih ekoloskih interakcija.

Povijesno, primjena matematike u biologiji datira joS od 18. stolje¢a, kada su prirodne
znanosti pocele dozivljavati intenzivan razvoj. Znacajni napredak u opaZanju i mjerenju
prirodnih fenomena doveo je do potrebe za matemati¢kim izrazavanjem, a danasnji interes za
matemati¢ku biologiju dodatno isti¢e vaznost ove discipline. Ova grana biologije fokusira se
na matematicko modeliranje bioloskih procesa, ¢ime se omogucuje dublje razumijevanje

morskih ekosustava.

Stoga, matematika se pokazuje kao neizostavan alat u prouc¢avanju morskih ekosustava,
jer omogucuje analizu podataka, modeliranje populacija 1 ekoloskih interakcija. KoriStenjem
matematickih metoda, znanstvenici su sposobni predvidjeti promjene, optimizirati upravljanje
resursima i donositi informirane odluke u cilju o¢uvanja morskog okolisa. Vaznost matematike
leZi u njezinoj sposobnosti da pruzi dublji uvid u sloZzene morske ekosustave, ¢cime doprinosi

odrzivom razvoju 1 o¢uvanju naSeg prirodnog naslijeda.
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